PRELEGEREA 2
FUNDAMENTELE STATICII MATRICEALE CLASICE

2.1 Deformarea statica a structurilor cu comportare liniara
Cazul structurii cu o deplasare caracteristici

Fie structura unidimensionala (redusa la un element structural), liberd a se
deplasa la unul din capete (numit nod si numerotat 1), a carei axa longitudinala
coincide cu directia axei de referintd X (orientata, pozitiv, catre nodul 1), deformabila
elastic si de rigiditate K, actionata static in nodul 1 de forta Fi1, producéndu-se
deplasarea D1 dupa directia acesteia (figura 2.1).
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Figura 2.1 Model de structura cu o deplasare caracteristica
Starea deformarii statice a structurii este complet caracterizata de relatia 2.1a,
K-D,=F (2.1a)
care poate avea si o exprimare matriceala, de forma celei date de relatia 2.1b,
[K]-{D}={F} (2.1)

unde [K] este matricea de rigiditate a structurii;
{D} - vectorul deplasarii din nodul liber al structurii;
{F} - vectorul fortei din nodul liber al structurii.

Cazul structurii cu doua deplasari caracteristice

Fie structura unidimensionald (redusa la un element structural), libera a se
deplasa la ambele capete (numite noduri si numerotate 1, 2), a carei axa longitudinala
coincide cu directia axei de referintda X (orientata, pozitiv, de la nodul 1 catre nodul 2),
deformabila elastic si de rigiditate K, actionata static in nodul 1 de forta F,
producandu-se o deplasare D1 dupa directia acesteia, si in nodul 2 de forta F,
producéandu-se o deplasare D> dupa directia acesteia (figura 2.2).

Daca se face ipoteza ca structura se deformeaza elastic, dar Tn domeniul micilor
deformatii, se poate aplica principiul suprapunerii efectelor si problema deformarii
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statice a structurii se reduce la rezolvarea a doua probleme a deformarii statice deja
cunoscute:

- problema 1, care corespunde situatiei cand se elibereaza nodul 1, Di#£0,
ramanand impiedicat nodul 2, D,=0 (figura 2.2a);

- problema 2, care corespunde situatiei cand ramane impiedicat nodul 1, D1=0
si se elibereaza nodul 2, Do#0 (figura 2.2b).
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Figura 2.2 Model de structurad cu doua deplasari caracteristice

Tn cazul problemei 1, starea deformirii statice a structurii este complet
caracterizata de relatia matriceala 2.23,

K0 D, _ l:1,1 29
o lonl e =

iar in cazul problemei 2, de relatia matriceala 2.2b,

;-
0 K D, F,,

Indicii fortelor precizeaza: primul localizarea fortei (efectului), al doilea
localizarea deplasarii care a produs-0 (cauzei).

In final, starea deformairii statice a structurii initiale este complet caracterizati
de efectul sumat al celor doud situatii, respectiv ecuatia obtinutd prin sumarea
matriceala a relatiilor 2.2a si 2.2b, rezultand relatia matriceala 2.2c.

K -K . D, _ F1,1 + F1,2 =k (2.20)
-K K D, F2,1 + F2,2 =F,

Relatia 2.2c poate avea si o forma compacta precum cea data de relatia 2.1b.

Cazul structurilor cu comportare liniara

Fie structura unidimensionala cu doud elemente structurale (avand noduri
numerotate 1, 2, 3), a caror axe longitudinale coincid cu directiile axelor proprii X si
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care ambele coincid cu directia axei de referinta a structurii X, deformabile elastic cu
rigiditatile K1 si K2, avand extremitagile primului element (numerotate 1, 2) identice
cu nodurile 1 si 2 ale structurii, respectiv ale celui de al doilea element (numerotate 1,
2) identice cu nodurile 2 si 3 ale structurii, cuplate in nodul 2, Th noduri actionand
static fortele F1, F2 si F3 ce produc pe directia acestora deplasarile D1, D2 si D3 (figura
2.3).

Daca se face ipoteza ca structura se deformeaza elastic, dar in domeniul micilor
deformatii, se poate aplica principiul suprapunerii efectelor si problema deformarii
statice a structurii se reduce la trei probleme a deformarii statice deja cunoscute:

- problema 1, corespunzand situatici in care se elibereaza nodul 1, Di#0,
deplasarile celorlalte noduri fiind impiedicate, D,=D3=0, (figura 2.3a);

- problema 2, corespunzand situatici in care se elibereaza nodul 2, D2#0),
deplasarile celorlalte noduri fiind impiedicate, D1=D3=0, (figura 2.3b);

- problema 3, corespunzand situatici in care se elibereaza nodul 3, D30,
deplasarile celorlalte noduri fiind impiedicate, D;=D»=0, (figura 2.3c).
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Figura 2.3 Model de structura cu doud elemente componente

Tn cazul problemei 1, starea deformarii statice a structurii este complet
caracterizata de relatia matriceala 2.3a;

K, 0 0] (D, [F,
~K, 0 0[4D,}=1F,, (2.3a)
0 0 0| |Dy] |Fy
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n cazul problemei 2, de relatia matriceala 2.3b;

0 -K, 0| (Db F,
0 K, +K, 0[-1D,¢=<F,, (2.3b)
0 -K, 0| |D, Fs.

n cazul problemei 3, de relatia matriceala 2.3c.
00 O D, F s
0 0 —K,|4D,t=1F,, (2.3c)
0 0 K, D, Fis

Indicii fortelor precizeaza: primul localizarea fortei (efectului), al doilea
localizarea depasarii care a produs-0 (cauzei).

Tn final, starea de deformare statica a structurii initiale este complet caracterizati
de efectul sumat al celor trei situatii, respectiv ecuatia obtinuta prin sumarea
matriceala a relatiilor 2.3a, 2.3b si 2.3c, cu obtinerea relatiei 2.3d.

K1 - Kl 0 Dl F1,1 + I:1,2 + Fl,S = Fl
— K1 K1 + K2 - K2 . D2 = F2,1 + Fzy2 + F2’3 = F2 (2.3d)
0 -K, 0 D3 F3’1 + F3,2 + F3’3 = F3

Relatia 2.3d poate avea si 0 forma compacta precum, cea data de relatia 2.1b.
Din punctul de vedere matematic, relatia 2.3d poate fi privita ca suma ecuatiilor
matriceale prezentate in relatiile 2.4a si 2.4b.

K, -K, 0] (D] [F}
~K, K, 0[{D,}=4F} (2.4a)

0 0 07(D) [F
0 K, -K,|4{D,+={F; (2.4b)
0 -K, K, | |D,] |F

Prin eliminarea liniilor si coloanelor care au toate elementele egale cu zero, din
matricele de rigiditate, relatiile 2.4a si 2.4b devin cele din relatiile 2.5a si 2.5b.

S el
: = (2.5a)
-K, K, D, F,

si
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Aduse la aceasta forma, relatiile 2.5a si 2.5b caracterizeaza starea de deformare
statica a elementului structural 1, respectiv 2 (a se vedea relatia 2.2c), unde indicii
superiori precizeaza apartenenta la element.

Relatiile matriceale 2.5a si 2.5b reprezinta ecuatiile matriceale de echilibru
static raportat (numai) la parametrii structurii aferenti elementului: principali D1, D2
si secundari Fi, F2 pentru elementul structural 1, respectiv principali D2, D3 si
secundari F2, F3 pentru elementul structural 2.

Relatiile 2.4a si 2.4b reprezinta ecuatiile matriceale de echilibru static raportat la
(toti) parametrii structurii: principali D1, D2, D3 si secundari Fi1, F2, Fs, pentru cele
doua elemente structurale.

2.2 Metoda staticii matriceale clasice exprimarea in deplasiri
2.2.1 Prezentarea generala a metodei

Cazul 3, tratat in paragraful 2.1, poate fi generalizat pentru o structurd cu un
numar oarecare de elemente, a carei axa longitudinalda coincide cu directiile axelor
proprii de referinta X si care toate coincid cu directia axei de referinta a structurii X.
Generalizarea poate fi facuta si pentru situatia in care coincidenta nu are loc, definind
parametri si un sistem de referinta pentru fiecare element, precum si un mod de
proiectie a parametrilor in sistemul de referinta al structurii.

Cazul 3 conduce si la stabilirea unui proces de calcul sistematizat, etapizat,
bazat pe ideea ca starea de deformare a unei structuri poate fi cunoscuta daca se
cunoaste ecuatia de echilibru matriceald ce caracterizeaza starea de deformare a
fiecarui element structural. Aceasta concluzie pune bazele calculului matriceal, in
forma sa clasica, prezentata in continuare, particularizata pentru cazul exprimarii in
deplasari a metodei (parametrii principali fiind deplasarile actiondnd la extremitati sau
noduri si cei secundari fortele corespunzatoare deplasarilor).

Etapa 1. Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru pentru fiecare element
structural:

- etapa 1.1: prin raportare la parametrii proprii;

- etapa 1.2: prin raportare la parametrii structurii aferenti;

- etapa 1.3: prin raportare la parametrii structurii (toti parametrii structurii).

Etapa 2. Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru a structurii, prin sumarea
ecuatiilor matriceale de echilibru a tuturor elementelor sau asamblarea acestora
(raportarea facandu-se la parametrii structurii).

Etapa 3. Introducerea conditiilor la limita tip:

- Dirichlet, prin restrictionarea parametrilor principali (impunerea deplasarilor
la nodurile structurii);

- Neumann, prin restrictionarea parametrilor secundari (impunerea fortelor ce
actioneaza la nodurile structurii);

- Cauchy, prin restrictionarea conlucrarii cu mediul adiacent (precizarea
caracteristicilor deformarii mediului dadiacent).
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Etapa 4. Determinarea parametrilor principali (deplasarilor necunoscute din
nodurile structurii) prin rezolvarea sistemului de ecuatii rezultat in urma ridicarii
nedeterminarii matematice, implicit statice, cu ocazia impunerii conditiilor la limita.

Odata ce valorile parametrilor principali (deplasarilor din nodurile libere ale
structurii) sunt cunoscute, metoda staticii matriceale clasice (exprimarea in deplasari)
este finalizata, urmand ca alte rezultate sa fie stabilite in etape auxiliare: determinarea
valorilor parametrilor secundari (fortelor din nodurile cu rezemari) sau solicitarilor/
eforturilor din elementele structurii.

2.2.2 Introducerea conditiilor la limita tip Dirichlet si Neumann

Tn metoda staticii matriceale clasice, introducerea conditiilor la limita tip
Dirichlet si Neumann (Etapa 3) se poate face in baza unui proces de calcul etapizat.

Metoda generald de introducere a conditiilor la limitd constd in aplicarea de
permutari circulare in sistemul ecuatiilor de echilibru al structurii (obtinut in Etapa 2)
pentru gruparea parametrilor necunoscuti (purtand indicele nec) si impusi/conditionati
la limita (purtand indicele cl); a se vedea aplicatia de la paragraful 2.2.3.

Tn continuare se va prezenta o metodd de introducere a conditiilor la limita
pretabila unui calcul automatizat, cu particularizarea necesara pentru cazul exprimarii
in deplasari a metodeli.

Etapa 3.1. Identificarea valorilor parametrilor secundari restrictionati (fortelor
nodale impuse) si introducerea in vectorul corespunzator (al fortelor, F).

Etapa 3.2. Identificarea coloanei din matricea de rigiditate, K, corespunzand
parametrului principal restrictionat (deplasarii impuse), indexul coloanei fiind identic
cu indexul parametrului, si sumarea elementelor acesteia, cu semn schimbat, la
elementele corespondente din vectorul fortelor, dupa ce au fost multiplicate cu
valoarea parametrului principal (deplasarii); operatiunea se repeta pentru fiecare
parametru restrictionat (deplasare impusa).

Etapa 3.3. Identificarea ecuatiilor din sistemul de ecuatii si a coloanelor din
matricea de rigiditate corespunzand parametrilor principali restrictionati (deplasari
impuse) si eliminarea acestora.

Sistemul ecuatiilor de echilibru, redus la numarul deplasarilor necunoscute,
poate fi rezolvat pentru cd determinantul asociat matricei de rigiditate (redusa si ea)
este diferit de zero; solutia sistemului de ecuatii nou format este unica.

2.2.3 Aplicatie la metoda staticii clasice de analizi a structurilor

Enunzarea problemei: sa se efectueze analiza statica (determinarea deplasarilor
nodurilor si fortelor din reazeme) pentru structura formata din trei elemente
structurale coaxiale, avand rigiditatile axiale k1=1000 KN/m, k2=2000 KN/m,
k3=1000 KN/m, cu deplasarile blocate la capete (noduri) si actionata in nodurile de
cuplaj de doua forte egale cu 10 KN si -20 KN (figura 2.4).

Rezolvarea problemei:

Etapa 0. Stabilirea modelului structural specific metodei staticii matriceale
clasice, exprimarea in deplasari (figura 2.4):

20



- alegerea convenabild a sistemului de referintd al structurii; in acest caz
sistemul de referinta se reduce la o singura axa dispusa in lungul sistemului structural,
notata cu X;

- alegerea convenabila a sistemului de unitdti de masura pentru parametrii
(marimi fizice) care intervin; in acest caz m pentru lungimi si KN pentru forte (se
pastreaza acelasi pe tot parcursul desfasurarii calculului);

- discretizarea naturala a sistemului cu elemente structurale; se definesc noduri
le capetele structurii si in locatiile de conectare, dupa care se numeroteaza, 1 ... 4 (in
principiu, nodurile pot fi numerotate aleator, dar existd numerotdri care favorizeaza
numarul operatiilor de calcul la unele implementari pe computer);

- numerotarea elementelor structurale, 1 ... 3 (in principiu, elementele
structurale pot fi numerotate aleator);

- definirea parametrilor principali ai structurii sau deplasarilor caracteristice
pentru nodul curent, deplasare de translatie dupa axa X, si numerotarea lor la nivelul
intregii structuri, D1 ... D4 (deplasarea este pozitiva cand are acelasi sens cu sensul
pozitiv al axei cu care este paraleld);

- definirea parametrilor secundari ai structurii sau fortelor caracteristice pentru
nodul curent, forta dupd axa X, si numerotarea lor la nivelul intregii structuri, F1 ... F4
(forta este pozitivd cand are acelasi sens cu sensul pozitiv al axei cu care este
paraleld).

F1 F2=10KN Fi=_20KN F4
@ @' X coincide cu axele proprii x
» i i i
1 k1l 2 k2 c k3 4
D4
D1 D2 D3 =

Figura 2.4 Modelul virtual discret al structurii

Etapa 1. Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static pentru fiecare element
structural:

- elementul structural 1: stabilirea modelului de calcul pentru elementul
structural (figura 2.5a):

- definirea extremitatilor elementului structural si numerotarea lor 1 ... 2;

- alegerea convenabild a sistemului de referintd al elementului structural;
in acest caz sistemul de referinta se reduce la o singura axa, dispusa in lungul
elementului structural (cu originea in extremitatea 1 si orientata, pozitiv, catre
extremitatea 2), notata cu X;

- definirea parametrilor principali ai elementului structural sau
deplasarilor caracteristice pentru extremitatea curenta, deplasare de translatie
dupa axa X, si numerotarea lor la nivelul elementului structural, di: ... d
(deplasarea este pozitiva cand are acelasi sens cu sensul pozitiv al axei cu care
este paraleld);

- definirea parametrilor secundari ai elementului structural sau fortelor
caracteristice pentru extremitatea curenta, fortd dupa axa X, si numerotarea lor la
nivelul elementului structural, f1 ... f2 (forta este pozitiva cand are acelasi sens
cu sensul pozitiv al axei cu care este paralela);
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Figura 2.5a Modelul virtual al elementului structural 1

- etapa 1.1: prin raportare la parametrii proprii:

1000 -1000] [d,] [f,
~1000 1000 | |d,| |f,

- etapa 1.2: prin raportare la parametrii structurali aferenti:

1000 -1000] (D,] [F}
~1000 1000 | |D,| |F}

- etapa 1.3: prin raportare la parametrii structurali:

1000 -1000 0 0] (D,] (F!
~1000 1000 0 0| |D,| |F}
0 0 0 o] |Df |F
0 o o0 of|b,) |F

Elementul structural 2: stabilirea modelului de calcul pentru elementul
structural; vezi elementul structural 1 (figura 2.5b):

Rl REN
X
— @
k2 2
\
dl, D2 .42, D3

Figura 2.5b Modelul virtual al elementului structural 2

- etapa 1.1: prin raportare la parametrii proprii:

2000 -2000] [d,] [f,
~2000 2000 | |d,| |f,

- etapa 1.2: prin raportare la parametrii structurali aferenti:
2000 -2000| (D,| [F;
~2000 2000 | |D,| |F?
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- etapa 1.3: prin raportare la parametrii structurali:

0 0 0 0] (D) [F?
0 2000 -2000 0| |D,| |FZ
0 -2000 2000 0| |D,[ |F?
0 0 o o] |b,) |F?

Elementul structural 3: stabilirea modelului de calcul pentru elementul
structural; vezi elementul structural 1 (figura 2.5c):

Ril REN
X
— @
1 k2 2
y ) A
dl, D3 2, D4

Figura 2.5¢c Modelul virtual al elementului structural 3

- etapa 1.1: prin raportare la parametrii proprii:

1000 -1000] [d,] [f,
~1000 1000 | |d,| |f,

- etapa 1.2: prin raportare la parametrii structurali aferenti:

1000 -1000] [D,] [F;
-1000 1000 | |D,| |F;

- etapa 1.3: prin raportare la parametrii structurali:

00 0 o (b, [F?
00 0 o | |b,| |F?
0 0 1000 -1000| |D,[ |F?
0 0 -1000 1000 | [D,] |F?

Etapa 2. Stabilirea ecuatiei matriceale de echilibru static a structurii:
- sumarea ecuatiilor matriceale de echilibru a elementelor structurale raportate la
parametrii structurali:

1000 -1000 0 0 D,] (F
~1000 3000 -2000 O | |D,| |F,
0 -2000 3000 -1000| |D,[ |F,
0 0 -1000 1000 | |D,| |F,

Etapa 3. Introducerea conditiilor la limita tip Neumann si Dirichlet:
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- aplicarea de permutari circulare in sistemul de ecuatii obtinut in Etapa 2,
pentru gruparea parametrilor necunoscuti (purtdnd indicele nec) si conditionati la
limita (purtand indicele cl), cu obtinerea sistemului de ecuatii:

3000 -2000 -2000 0 | (D,] (F,
~2000 3000 -1000 0 | |D,| |F,

0 -1000 1000 0 | |D,[ |F,
~1000 0 0o 1000| |D,| |F,

sau a sistemului de ecuatii obtinut prin gruparea termenilor necunoscuti (D2, D3 si F4,
F1), respective conditionati la limita (Das, D1 si F2, F3):

K1l K12] (D, [F,
K21 K22| |D, | |F.

Kllanec + Klszcl = Fcl
K21anec + K22XDc| = Fnec

de unde se obtin ecuatiile:

si unde prima ecuatie a sistemului poate fi pusa sub forma:
K11XDnec = Fei - K12xDg
sau facand inlocuirile corespunzatoare, prin introducerea conditiilor la limita:

- tip Dirichlet, deplasarile nodale impuse fiind D1=0 m si D4=0 m;
- tip Neumann, fortele nodale impuse fiind F2=10 KN si F3=-20 KN.

3000 -2000| (D,| | F,=10 —-2000 0| |D,=0| |10
—2000 3000 | |D,| |F,=-20/ [-1000 0| |D,=0] |-20
Etapa 4. Determinarea deplasarilor necunoscute (finalizarea metodei):

- se rezolva sistemul de ecuatii din Etapa 3, rezultand:

D2=-0,002 m
D3 =-0,008 m

Etapa 5 (auxiliara). Determinarea fortelor din nodurile de rezemare:
- se utilizeaza ecuatia:

K21anec + K22ch| = Fnec

unde facand inlocuirile si operand corespunzator se obtine:
0 —-1000| |D, =-0,002 . 1000 O D,=0| |[F, =8 KN
—1000 0 D, =-0008 0 1000| |D, =0 - F, =2
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Verificarea corectitudinii rezultatelor obfinute: suma fortelor din nodurile
pentru rezemare (8 KN + 2 KN = 10 KN) este egala si de semn contrar cu suma
actiunilor (10 KN - 20 KN =-10 KN).
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